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概要
Abstract
ByprobabilitytheoryweproveherethattheLindel6fhypoth-
esisholdsfbralmostallHurwitz'szeta戸fimctions,ｉ､e、
〈(;＋舵,似)＝｡",値{(1.9t):+<｝
fbralmosteverywhereO＜（J＜１，“QandfbranysmallE＞０，
ｗｈｅｒｅｏ幻,EdenotestheLandausmallo-symbolwhichdependson
uﾉandEand〈(s,似)denotestheHurwitzzeta戸fimction・Thedetails
willbegivenelsewhere．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ；TheRiemannzetafimction，theHurwitzzeta
fimction,theLindel6fhypothesis,lawoflargenumbers,lawofthe
iteratedlogarithm,stronglawinprobabilitytheory・
MathematicsSubjectClassification2010；
１１Ｍ０６，１１Ｍ26,11Ｍ35,60Ｆ15,60Ｆ99．
〈(s,似)をHurwitzのzeta関数とすると、これは、Dirichlet級数
ＣＯ
Ｅ("＋しJ)-，（s＝｡＋jt,｡＝呪s〉１，０〈（‘≦1)．
加＝０
を全複素平面に有理的に解析接続したものである。次の事実に注意すべ
きである。
〈(s’1)＝〈(s)，
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《(s,;)=(2‘－１Ｋ(s)，
ここで〈(s)は、Riemannのzeta関数である。
解析数論の分野においては、次の有名な予想があり、互いに関係して
いる。
Riemann予想(1859,BRiemann)：
,｡雀Ｒ,〈(β)＝０→碗β＝；
Lindel6f予想(1908,ELindel6f)：
〈(;＋jt)＝Ｏ‘(が)forα"ZﾉSmα"Ｅ〉0，
ここでＯｅは、Bachmann-Landauのラー ジＯ記号でＯ記号に現れる定数
はＥに依存していることを表している。、
密度予想：
ｊＶ(ぴ,Ｔ)＝Ｏｅ(T2-2.+e）
ﾉ……側‘>0""‘;≦｡≦,，
ここで、ｊＶ(ぴ,Ｔ)は、４つの頂点ぴ,1,1＋皿ぴ＋”を持つ長方形内にあ
るく(s)の零点の個数を表す。
ｔｈｅＲｊｅｍａ沌冗Ｈ”othesjs→theLmde岬Ｈ”othesjs
→theDensitgH”othesjs、
であることは、良く知られている。
(Lindel6f予想からRiemann予想が導かれるか否かは現在、明らかになっ
ていない。）
Riemann予想は数論を含む数学のあらゆる分野に大きな影響を与える重
要で強力な予想であることは良く知られているが、Lindel6f予想だけでも
数論の分野ではRjemann予想と殆ど同じ位の効果があることは余り知ら
れていない[11[6}[181.Lindel6f予想に対してはく(;十ｆｔ)＝Ｏ(tL)に現
れるｔの幕Ｌの値を改良する幾多の研究があり、長い歴史とエピソード
がある。この方向における最近の重要な結果は、Ｇ・Kolesnik,EBombieri，
HIwaniec,MNHuxley,NWatt等に依る。例えば､〈(;＋髄)＝Ｏ(t9/56）
はBombieriとIwaniecによる1986年の画期的改良であり、この方面での
現在の世界記録は2005年Huxleyによる＝Ｏ(t32/205)である。
1952年KoksmaとLekkerkerker[7}は
A1'｡(;+刺'伽＝O(logt）
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を証明した。ここで、〈,(s,uﾉ):＝《(s,Lﾘ)－‘J-‘であり、項－し４ﾉｰsが“＝０
に於ける特異性を除去している。
この平均値定理に確率論に於けるＣｅby§evの不等式を使うと
“{o<"≦';'《(;+伽)'≧c凧≦響
/o７．α”ｔ＞１α”ｄα”ＪａＴ９ｅＣ＞０，
が容易に得られる。ここで似{B}は集合ＢのLebesgue測度を表してい
るが、この結果は、確率論に於ける弱法則の意味でLindel6f予想が成り
立つことを意味している。
この短い論文では、Lindel6f予想の強法則版を求める。
定理１
〈(;+伽)=｡"複{(log‘)計ﾁ
ﾉbraJmosteUelWuﾉﾉZe花ＵＥＱ:＝(0,1),“Ｑα犯｡〃α､ZﾉSmα〃ｅ＞０．
この定理を証明する上で幾つかの定義と確率論の幾つかの結果が必
要となる。
（Q,〆,Ｐ)を確率空間として、ｘ,Y;ｚ,…をこの空間での複素数値確率
変数とする。
Ｅ[Xl=E川=ﾉ‘X(凶)｡p("）
で、確率変数Ｘの期待値を、ＶＩＸｌ＝ＥＩｌＸ－ＥＩＸｌｌ２１でＸの分散を表わ
すこととする。．
補題１Ｚを複素数値確率変数とする。EIZl2ll＜＋COならば、
｜Ｚ|＜＋ooajmostsureIy(α､s､と略記する)，
』.e､Ｐ{|Z|＜＋CO}＝１．
が成立する。
証明｜ｚｌ≧ｏより、
０≦|Ｚ|＝|Z(“ﾉ)|＜＋ooorlZl＝|Z(uﾉ)|＝＋ＣＯ．
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となる。集合ＡｃＱをＡ:＝{四;|z(し4’)|＝＋CO}で定義する。又、Ａの
示性関数を
恥=Ⅷ={;|制
で定義する。もし、Ｐ{(』ﾉＥＱ;|z(")|＜＋CO}＜１であったと仮定すると、
P{A}＞０となり、これより
EIlZl2l≧EIlZl21Al＝(+CO)P{A}＝＋CO，
が導かれるが、これは仮定EIZl211＜＋ＣＯと矛盾する。従って、補題が
得られる。□
補題２Ｚ‘（”＝1,2,3,…)を複素数値確率変数とする。
E是,EIZ"'21＜＋COならば、
Z,→０α,s､(ａｓ”→＋CO)．
である。
証明補題ｌから
ＣＣ
Ｐ{ElZhl2〈。。}二=１，
，＝１
であるが､これは、｜Zml2→０α､S・(αS”→＋00)､即ちＺｈ→０α､S,(αS”→
+CO)を意味している。□
補題３（Rademacher-MenchoH'slemma(5)｛81）
α(p)(p＝1,2,...,2"+'－１)を複素数、α(0):＝０とする。このとき
である。
,当鰐i1f+‘|α(p)'２
”２和一ｋ－１
≦（"＋1)ＥＥｌα(2k＋j2k+')－α(j2k+1)'２．
ｋ＝０ｊ＝０
((1)パq）
０＝V
zl(I+叩｡)｡－(I+卵｡＋vzv9)｡|Ｚ('＋u)＝ 江
０＝gY
zl(I+郡｡)"－(¥｡)olz(I＋u)＝ 皿
０＝3VＯ＝Ｖ
６|(I+vd)"－(¥｡)ひｌＺＩｚ三 ｕｕ
Ｏ＝v
zl(('+¥｡)Ｄ－(¥｡)Ｄ)･'Ｚ|＝zl(｡)｡｜ 皿
０＝Ｖ
‘((I+¥｡)Ｄ－(Vd)ひ)ｚ＝('+幽d)Ｄ－(0.)｡＝(od)｡＝(m)Ｄ ｕ
ｑ了
｡受沖９営埠
Ｏ＝’
（８）・１－V_"z＝#ｚ宝三I+¥9三０
Ｉ－ｇＹ－ｕ
Ｏ＝‘
(z）‘,+剛zI+v9:＝I+訓z(′z'+I+潮，)Ｚ＝
Ｉ－Ｖ－ｕ
Ｏ＝’Ｉ＋¥＝‘
,+靴十'z'+I+¥，Ｚ＝‘zらＺ＝'+ｖｄ Ｉ－Ｖ－ｕｕ
》ZvﾖｰI+vd-‘Yd
(1)‘０＝I+狸ｄｚｕｄｚ…乏zd之I〔ｚｚｄ＝oｄ
９<¥塗事⑦９坪つ。賃-,-謹事必
.α＝：０．‘０＝：Ｉ+ｕｄ
ｌ十V＝′
‘('一“‘…‘z‘'‘O＝V)‘zらＺ＝:I+輔ｄ ｕ
沖芝呼老母0．‘I+ｕｄ‘I+ｖｄ、ユ？鴎｡１．の。、'-1？
０＝’
．(IIoO＝ら),ZらＺ＝。 “
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祁
＝("＋1)Ｅ|α(Ek2k＋6ｋ+１２k+')－α(6臆十,2ｋ十')'２
ｋ＝０
（ｂｙ(2)）
流２”一ｋ－１
≦("＋1)ＥＥ｜α(2ｋ十j2k+')－｡(j2脆十')'2,(4)
ＡＣ＝Ｏｊ＝０
が得られる。ここでルに関する和はEIC＝１のときのみ考慮に入れている。
又、(3)から、６，sの代わりに、ｊについて和を取った。(4)の右辺がｐに無
関係であるという事実から補題が得られる。□
定義１Ｘ,Ｙを複素数値確率変数としてEIXl21,ＥＩＹｌ２ｌ＜COを満たす
とする。
更にＥ[XYl＝EIXlEIYlを満たすとき、Ｘ,Ｙは(互いに)無相関である
という。
定義２Ｘ,Ｙを複素数値確率変数としてEIlXl21,EIYl21＜COを満たす
とする。
更にＥＩＸＹｌ＝０を満たすとき、Ｘ,Ｙは(互いにpajru）jse)直交している
という。
補題４(Rademacher-Menchoff[５１｛8Ｄ
ｘ(1),xl1),…を互いに無相関である複素数値確率変数であるとする。
れらは又、ｐａｍｍｅｔｅｒＩに依存していても良い。更に
ＥＩＸＩＩ)l＝0,ぴ::=ＶＩＸＩｌ)}(j＝1,2,…)，
“≧0(ぴiは､ｐａｒａｍｅｔｅｒＪに依存していないとする｡)，
咽!)X)り}＝E[|ＸＩ‘)l2l4j＝V{X}りl6ij＝心
を満たし、８W):＝鋼)("):=xl1)＋x;!)十…十期）
と置く。このとき、
こ
Ｅ{噸)1:=EI2獅翌夢十』|鍬)－蝋'2}＝E{0黒凱lXl9+,＋X１%+2＋…＋X;9+kl｝
≦(㎡+ﾘ三・;…={:腕胸I(諏璽刊)|:童|伽雲叫…，
となる。ここに剛):=maxo<k≦2,癒|X協十,＋X;M+2＋…＋X盤十偽Ｉ
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である。
証明補題３で、
と置く。
”＝ｍ－１，α(p)＝蝋十,＋x協十2＋…＋蝦+抄．
く。これより
EI2"‘袈罫÷,'ＳＩ)－螺'２１
≦E[,蝋"|蝋十k－螺'２１＋E[|螺純一蝋'2｝
＝EI母離'槻十,＋x釦＋…＋x』側却'２１
＋E{|峨十,＋X山＋…＋螺十ｎｌ２１
ｍ－１２ｍ－１－ｋ－１
≦ＥＩｍＥＺ｜(X膿十,+X協十2+…＋X$』+…偽十!）
ｋ＝０ｊ＝０
－(X削十,+XlM+2+…+X此2蝶+,)'２１
＋E[|蝋十,＋x蝋十2＋…＋螺十1'２１
（byLemma3）
ｍ－１２ｍ－１－Ｊｃ－１
=mEEEIlX:』打2峠,+,+X此2聡十‘+2+
ｋ＝０ｊ＝０
…＋xAIlfj2鵬十,+鱗'２１
＋E[|蝋十,＋X協十2＋…＋螺令1ｌ２１
ｍ－１２ｍ－１－Ａｆ－１
＝ｍＥＥＶ剛村2峠,+,+X;R+ゾ2膳十,+2＋
ルーＯｊ＝０
…+x此渉純十銭}
＋ｖＩ蝋十,＋x盤十2＋…＋螺÷,｝
ｍ－ｌ２ｍ－'一jｂ－１２Ａ２ｍ
＝ｍＥＥＥ｡熟+'2k+,+ｲ＋Ｅｏ;"+‘
ｋ＝０ｊ＝０ｉ＝１ｊ＝１
ｍ－１２ｍ ２ｍ
≦ｍＥＥぴふ+‘＋Ｅぴふ+‘
ん＝ｏｆ＝１ ｊ＝１
２ｍ ２ｍ
≦ｍ･ｍＥ｡;,,+燕十Ｅｏ;"+ィ
ｊ＝１ ｊ＝１
２ｍ
＝(m2＋')Ｅぴ;"+ｉ
ｆ＝１
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２ｍ
＝Ｏ((m2＋1)Ｅ(2m＋i)-2α）
ｊ＝１
（α≧;）‐{:胴,州(‘-,鋤,(｡<:）
を得、補題の証明は完了する。□
以後、次の定理を使う：
定理２｛14｝
{Kh,}経,を自然数列として、Ｋ、＜Ｋ､+１，Ｋｍ→＋ＣＯ(αＳｍ→＋CO）
を満たすとする。Ｚｈ:＝Ｚ､(Ｌｕ)，（”＝1,2,…）をＺ､(uﾉ)≧０ノorVUﾉＥＱ
を満たす確率変数列とする。
ＣＯ
Ｅ{ＥＺＫ"‘+1北)}〈＋CO/ｏｒ０〈VIm≦Khm+,一脇，
ｍ＝１
ならば
Ｚ､(")→Oajmosts”eJyo'Ｚｎ(ａｓ沌→CO)．
である。
証明｛141を参照せよ。□
注意１この定理は補題２の一般化であり、多くの応用を持つ、例えば、
Fburier級数の概収束に関するCarlesonの定理の別証明がある[151。
これらの補題と定理２を使って、次の定理を得る。
定理３［12ｌ
ｘ}!),x４１),…,xI1),…を互いに無相関な複素数値確率変数とする。これ
らは、ｐａｍｍｅｔｅｒＩに依存しても良いとする。そして
Ｅ{難‘)l＝0,｡；:=V{X＃‘)l＝O(k-2α),|X1)|〈+･･
咽‘)X)りl＝E[lXlりl2l4,＝ＶＩＸＩりl4j＝ぴ鋤
（αＥＲ,VuﾉＥＱ，k,j,i,ｊ＝1,2,…．）
と置く。このとき
ＳＩＰ)＝餅)(‘J)＝o",岬("))α,s,ＵＥＱ．
繋):＝s伽):＝ｘ(1)＋x１１)＋ +ｘ#）
α､。
Ｐ(､):＝”β(log,､):+‘皿tﾉ､α犯1ﾉＳｍα〃Ｅ＞０
β={：
??? ?? ????
?
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を満たし、びん≧０はＩに依存しないとする。
である。
第１証明定理２で、Ｋｍ＝2m,Ｚｈ(しJ)＝|即)(しJ)/<p(")'２と置く。従っ
て我々が証明すべきことは、
EI量恥‘ﾙI=E1重'謀'砦門＜+･･伽く剛癖重州）ｍ＝１
を示すことである。実際､補題４とCauchy-Schwarz-Buniakowskiiの不等式
を使って、
。1重'謀'砦間
くＢｉ急'鉛謡")門
≦E{量('噸+‘銅側+噸緬+Ｉ麺)(")2｝
や(2m)２ｍ＝１
０Ｃ ＯＯ
＝Ｅ<p(2m)~2E{|鉛W+1銅)(")'２１＋Ｅ<P(2m)-2E[(Xf"､+１，")("))２１
ｍ＝１ ｍ＝１
００
＋2ＥＰ(2m)~2E{|蝋"+1'")(‘J)|噸緬十!"､)(")｝
ｍ＝ｌ
ＣＣ
≦E2-2mβ(log2m)-3-2厘(ｏｆ＋ｏ;＋…＋ぴ;,両）
ｍ＝１
。｡ ２，ｱ０
＋E2-2mβ(log2m)-3-2噂(m2＋1)Ｚぴ;『"+＃
ｍ＝１ ｊ＝1
ｌ＝皿
(｡z_【)(,+‘")zzu‘,z-s-u‘(oz-I)"-zご＋ＣＣ
Ｉ＝Ｒｕ
（｡z-,)"z,z-e-u』(｡z_I)ｕ４－ｚＺ)ｏ＝ ＣＣ
Ｉ＋t44Z＝Ｉ【＝Ｉ’＝2ｕ
(z/,{｡z－１重ｚｕ』｡z-Iご},z-8-(皿z3o')(oz-I)型-ｚｚ＋
’十auZ皿ＺＯｏ
Ｉ＋山Z＝１Ｉ＝皿
心z_ノヱｚｕ４,z-e_(型z8oI)(｡z-,)"-ｚＺ＋ ，＋ｕ４Ｚｏｃ
ｌ＝１【＝山
oz-1Z,z-g-("Z8ol)(｡z_,)t"_Ｚｚ)Ｏ＝(9) 皿Ｚｃｃ
､僻マパーギ＝ｇ､号笥⑦￥〉。。淵尋
Ｉ＝皿１＝皿Ｉ＝ｕ』
趣CO＋〉(,z_(z/e)_tu画十,z_,_山Ｚ＋,z-z-u』Ｚ)Ｏ＝ ＯＣＯＣＯＯ
Ｉ＝ｔｕ
(z/I{(“z3ol-I+"z8ol)zu‘."z3ol},Z-e-m"画十ＣＣ
Ｉ＝ｕ４Ｉ＝皿
("Z3oI-I+皿‘Z8oI)zu‘,z-8-u↓Ｚ＋‘"Z3oI,z-8-u‘ご)Ｏ＝ ＯＯＯＯ
Ｉ＋uuZ＝１１＝１１＝山
(z/I{｡z_ノヱｚ２"･ｏＺ－Ｉｚ},z-c-(皿z3oI)Ｚ＋ 【＋u』ｚｕ４Ｚｃゅ
Ｉ＋t4‘Z＝１１＝ｔｕｌ＝１１＝皿
｡z_ノＺｚｕ』,z-e_("Z3oI)＆十・z-IZ,z_e_("Z3ol)Ｚ)Ｏ＝(9)
’十t44zｏｏｔ４４ＺＯＣ
(9)
､僻？O＝ｇ､与醤の張り
･受艶尋
Ｉ＝？Ｉ＝＃Ｉ＝皿
z/,{！+鯉:｡Ｚ('＋z叫;｡ご},z-8_(‘"z3ol),哩z-zZz＋ 皿ＺＱ４４Ｚｃｃ
Ｉ＝＃Ｉ＝皿
‘+廻:｡Ｚ('＋乙皿"),z_腰_("z3oI)g"z-zZ＋ 皿Ｚｏｃ
Ｉ＝皿
（":｡＋…＋:p＋:｡),z_c_(､"z8ol)g"z-zこ’三 ＣＣ
Ｉ二二Rｕ
z/〔{Iz((両)(‘"!+『"伽13{zl(両)(",+柳１日},z-G-("z8oI),"z-zZz＋ＯＣ
(gZI古11oz）各料号ヤーＩ窮桑Z9鱒講躍裂謬留別調０Ｚ
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○○
＋Ｅ2-m(1-2α)m-3-2蔭{2m(1-2α)m22('''+1)(1-2α)}l/2）
ｍ＝ｌ
ＯＯ ＯＣ ＣＣ
＝Ｏα(Em-3-2‘＋Ｅｍ－１－２‘＋Em-2-2c)〈＋CO．
ｍ＝１ｍ＝１ｍ＝１
を得る。いずれの場合も
ＣＯ ＣＣ
Ｅ{逗乙,,,+I"心)}＝ＥＩＺ
加＝１ｍ＝１
蝋Ｗ("）
？(2ｍ＋jm）
'21＜＋ＣＯノorO＜ＶＪｍ＜27"．
を得、従って、この場合、定理２の前提条件を満たすので、定理２より
Ｓ１ｆｍ)＝S#)(")＝o廻仰("))αImosts”e伽ＥＱａｓｎ→＋CO・
を得、証明は完了する。□
第２証明定理２で、Ｋ、＝2m,Ｚｈ(uﾉ)＝|卵)(しりＷ(")'２と置く。従って
我々が証明すべきことは、
Ｅ1畳恥‘ﾙ)'=E'重'幾１砦'''<+･･伽くw鋼≦州）ｍ＝１
である◎実際、今度は補題４を使わずに
。'三'幾１砦門
くEが謡幽)'霞ｌ
ＣＣ
＝、β(2'")~2E{|鉛瑚臓)(四)'２１
ｍ＝ｌ
ＯＣ
＝E2-2mβ(log2'")-3-2匿(ぴf＋ｏ;＋…＋ぴ;術‘+1"）
ｍ＝ｌ
ＯＣ
≦Ｅ２~2mβ(log2m)-3-2‘(ｏｆ＋ぴ;＋…＋ぴ;"‘+,）（*）
ｍ＝１
α当の場合､β＝０となり、
ｃｃ ２ｍ十１
（*）＝Ｏ(Ｅ(log2m)-3-2‘EI-2α）
ｍ＝１ J＝１
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０Ｃ
Ｏ(Em-3-2蔭log2"､+'）
ｍ＝ｌ
ＯＯ
Ｏ(Em-2-2c)〈＋CO．
ｍ＝１
を得る。
α〈；の場合､β＝；－αとなり、
(*）
ＯＣ ２ｍ＋１
０(Ｚ２~m('-2α)(log2m)-3-2‘EJ-2α）
ｍ＝１Ｉ＝１
００
０(Ｅ２~､('-2α)m-3-2c2(ｎm+l)(1-2α)）
ｍ＝ｌ
ＣＤ
Ｏα(Em-3-2蔭)〈＋CO．
ｍ＝１
を得る。いずれの場合も
｡'量恥制ﾙ)'＝Ｅ1重'謀'砦nｍ＝ｌ
ＣＣ
＝Ｏα(Em-2-2E)〈＋･･ノo,､０〈VI"､〈2ｍ
ｍ＝１
を得、従って、この場合、定理２の前提条件を満たすので、定理２より
SAI‘)＝SW,)(幻)＝o"“("))αjmostsure伽ＥＱａｓ”→＋ｏｏ・
を得、証明は完了する。□
注意２この定理は、大数の強法則の一般化であるが、確率論に於ける大
数の強法則と重複対数の法則の中間に位置する定理である。（従って、著
者はこのタイプの定理を準重複対数の法則と呼びたい。）
注意３ここでの証明はBorel-Cantelliの定理を使わない、新しい大数の
強法則の証明にもなっている。この方法で、確率論に於ける他の極限定
理を証明することが出来る。
注意４ここでの第２証明に依れば、定理ｌ、定理３の結果は改良されて、
ｌｏｇｔの悪とくp(冗)のlog”の幕は３/２から1と出来る。
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定理ｌを証明する為には、未だ数個の補題を必要とする。
補題５（Hurwitzのzeta関数の関数等式I11I61[181）
《Ｍ=器{‘-雛ＦＭ+州州｝
/ｂｒＯ＜し‘ﾉ＜１，ヶ＞０ＯＴＯ＜“≦1,ぴ＞１，
ここにｒ(s)は、Eujerの9ammα関数であり、
F(uﾉ,s):＝Ｅ足,k-se2而批凶である。
補題６１６１(9)[171(18ｌ
ｌｒ側=凧|･端側{,+o…(古)｝
/bアワ,≦ぴ≦ぴ２，lt≧６＞０．
補題７
Ｆ(",｡)=Ek-｡‘…+O(,_:…,‘1-2,）ん三t２
伽ｏ≧;・
証明
Ｆ(‘‘ﾉ,s)＝Ek-恩e2両縦"＋Ek-se…．
ｋ≦ｔ２ ｋ＞ｔ２
と和を分けて、第２項に部分和法を適用すると、
Ek-se2爾餓四
ｋ＞ｔ２
＝-A(t，)(‘2)－．+綴ﾉ(:｡A(鯉)ひ-.-1.“
＝o(,_:…,‘-")+o(‘,_:…,ｔ_2.）
＝o(,蓋判１，
を得る。ここで、Ａ(t2):＝Ｅｋ<t2e2爾軸であり、これで荊
する。
補題６，７より、容易に次を得る：
れで補題の証明が完了
此(ぴ)＝
補題８
Ｋ(;+伽)'=o(叩;+髄))/"0<"<↓
定理１の証明
補題８から
Ｆ("壱十鮒)=O‘(Ｄ’一昔一難e…）
ん≦ｔ２
ノo７．０＜６＜“＜１－６ｕﾉｉｔｈａｎｙｓｍα〃６＞０．
を得る。定理３でＱ＝(0,1),Ｐ＝似(Lebesguemeasure),”＝Ｉｔ２ｌ（{錘ｌ
は実数ｚの整数部分を表わす。）と、
ｘ｛‘)＝ﾙｰ;-雌e2爾雄。(ルー',2,…)，
と置くと、定理３の前提条件全てを満たす。従って、補題８，９より
Ｅﾙｰ;-趣e2減鵬"＝O"北({t21))＝Ou,侭((logt):+ｃ）
ＡＣ≦ｔ２
を得、定理の証明は完了する。□
注意５Lindel6f予想の正確な記述は
｛
??? ?? ????
?
０
１
２
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ｕﾉhere岬(｡):＝,imsup座Ｌ１ｇ
ｔ→＋｡。ｌｏ
であるが、これは、定理２に現れる
β={:_｡':毒Ｉ
と同じ形をしている。
＋ｉｔ,uﾉ）
９ｔ
注意61936年、既にDavenportとHeilbronn[41はいが超越数である場
合と“≠;’1である有理数の場合には､〈(s,四)に対するRiemann予想は
成立しないことを証明している。これと定理ｌの結果を考え合わせると、
例えばＥｕler積を持たない場合、Lindel6f予想からRjemannn予想は導き
出せないことを示している。
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注意７(４ﾉが区間(0,1)を動く場合の〈(s,“)の振る舞いは、次の事実から
非常に複雑であるように見える；
(1)Barasubramanian-Ramachandra[２１(“＝１の場合）とRamachandra‐
SankaranarayananI161は以下のＱ－定理を証明している；
この結果より
《(;+州=ｎ脚(q,蔦)）
ｕﾉｊｔｈｓｏｍｅｑ,＞ＯａｎｄＵＥＱ．
{０＜“＜1;TheoremLholds}ｎＱ＝0．
が得られる。
(2)約数問題と(Gauss)の円の問題は密接に関係していることは良く知ら
れているが、同様に変位を受けた約数問題と、変位を受けた円の問題も
密接に関係している。このような状況でHurwitzのzeta関数は変位を受
けた約数問題の中で自然な現れ方をしているI101oBleher-ChengDyson‐
Lebowitz｛31は変位を受けた円内の格子点の個数を表す公式の残余項の
値分布は、その変位により著しく異なった振る舞いをすることを数値計
算により確かめている。従って、“の値の変化に伴う〈(s,(J)の値分布は
非常に複雑であるように思われる。（“ﾉが超越数の場合の〈(s,LJ)の値分布
については1111を参照せよ.）
(3)”Mathematica"による〈(s,uﾉ)の数値計算も、この振る舞いの複雑さ
を示している。例えば、
〈(s,z)のグラフ、即ち
ｙ＝'〈(;＋ｉｔ,z)－"-(;+鯉)'(0≦範≦,ｔ＝,08.)．
（logt)２
を満たす点(z,ｙ)ＥＲ２をプロットすると、これはある種の白色雑音(white
noise)のように見える。
謝辞著者は、この論文最初の原稿を注意深く読まれた琉球大学理学部
教授金子譲一氏に感謝する。
{41Ｄａ凡'enport,HandHeilbronn,Ｈ：OnthezerosofcertainDirichlet
series,Ｊ､Ｌｏ"do”Mmth・SOC.,１１(1936),181-185.
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